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В работе, исходя из оценки количества составных чисел вида {6k ± 1}, k = 1, 2, 3, . . . , на интервале
(0, n), приведено новое соотношение для оценки количества простых того же вида на указанном интер-
вале. Исходя из данного соотношения, доказаны гипотезы Лежандра, Брокарда и Бертрана. Делается
вывод, что полученные интервальные оценки могут улучшить алгоритмы обеспечения информационной
безопасности, шифрования/дешифрования информации, в которых используются простые числа.
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Введение

Проблемы оценки распределения простых чисел и
их поиска являются актуальными со времен Евкли-
да [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

Формальные соотношения, описывающие механиз-
мы формирования составных чисел вида {6� ± 1},
� = 1, 2, 3, . . . , представленные в работе [9], позво-
лили обосновать и реализовать новые, более произ-
водительные алгоритмы вычисления простых чи-
сел на любом интервале натурального ряда [10, 11,
12], а также доказать гипотезы Лежандра, Брокар-
да, подтвердить постулат Бертрана и подойти к ре-
шению других интервальных задач [9]. Получен-
ные интервальные оценки направлены на улучше-
ние алгоритмов обеспечения информационной без-
опасности, шифрования/дешифрования информа-
ции, где используются простые числа [13].
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В работе [9] показано, что количество простых чи-
сел на интервале (0, �) оценивается как:
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; �i – простые чис-

ла вида {6� ± 1}, � = 1, 2, 3, . . .; в количестве �,
участвующие в формировании составных чисел ви-
да {6� ± 1}, � = 1, 2, 3, . . . на интервале (0, �).

Выражение �′ для представим в виде:

�′ = �p(2)−
1

4
− 1

9
, (2)

где �p(2) – дзета-функция Римана на множестве
простых чисел.

Известно, что при

�p(2) → 0.453 . . . при � → ∞. (3)

Соответственно, учитывая (2)

�′ → 0.092

1−�′ → 0.908. (4)
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Используя определение дзета-функций Римана на
множестве простых чисел, представим (1) в виде:
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[(1.833 . . .− �p(1))

2+

+(1.361 . . .− �p(2)) +
2

3
(2.833 . . .− �p(1))] (5)

Интервальных гипотезы

Гипотеза Лежандра

Гипотеза Лежандра (третья проблема Ландау)
утверждает, что между �2 и (� + 1)2 всегда най-
дется простое число. Докажем ее, опираясь на со-
отношение (1), приводящееся в [9] к виду:
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Вводя обозначения:
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и учитывая оценку из [10] для � ≃
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Нетрудно показать, что �(�′) и �′ образуются од-
ними и теми же простыми числами, максимальное
из которых не превышает � + 1. Вычитая (9) из
(8), получаем количество простых чисел между �2

и (�+ 1)2 :
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Или при � → ∞
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Нетрудно показать, что выражение в квадратных
скобках всегда больше нуля. Таким образом, тре-
тья проблема Ландау решена, и гипотеза Лежанд-
ра доказана.

На рис. 1 приведена модельная (сплошная линия)
и эмпирическая зависимость (кружки) количества
простых чисел в интервале (�2, (�+1)2) – ось орди-
нат) от � – ось абсцисс. Очевидно хорошее согла-
сование данных (квадрат коэффициента корреля-
ции теоретических и эмпирических данных равен
0,996).

Рис. 1: Моделирование распределения простых чи-
сел в интервале (0, (�+ 1)2)

Гипотеза Бертрана

В 1845 году Ж. Бертраном выдвинута гипотеза, на-
званная впоследствии постулатом, о том, что для
любого натурального � > 1 найдётся простое чис-
ло в интервале (�, 2�). В 1845 году эта гипотеза
доказана русским математиком П.Л. Чебышевым в
своей знаменитой теореме.

Индийский математик С. Раманаджан в 1920 году
нашёл более простое доказательство гипотезы Бер-
трана, а венгр П. Эрдёш – в 1932 году ещё более
простое. Используя доказательство гипотезы Ле-
жандра, можно весьма просто обосновать справед-
ливость постулата Бертрана.

Пусть

� =
√
� и �+ 1 =

√
�+ 1 (12)

Тогда

(�+ 1)2 −�2 = 2
√
�+ 1 (13)

Покажем, при каких справедливо соотношение:

2
√
�+ 1 < �, (14)

означающее, что интервал, используемый в посту-
лате, шире и включает интервал между квадрата-
ми последовательных чисел натурального ряда в
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решенной в [9] проблеме Ландау, всегда содержа-
щий простое число.

Из (14) следует

0 < �2 − 6�+ 1 = (�− 3 + 2
√
2)(�− 3− 2

√
2)
(15)

Анализ выражения (15) показывает, что постулат
Бертрана всегда справедлив при � > 6. Простой
дополнительный анализ при 1 < � 6 6 свидетель-
ствует о том, что названный постулат выполняется
для всех � > 1.

Гипотеза Брокарда

Из доказательства гипотезы Лежандра легко выво-
дятся утверждение, названное гипотезой Брокарда:
между квадратами подряд идущих простых чисел,
за исключением первых двух, всегда найдется хотя
бы четыре простых числа.

Обозначим �(�2i+1) число простых чисел в интер-
вале (0, �2i+1) и �(�2i ) – число простых чисел в ин-
тервале (0, �2i ). Где �i и �i+1 – подряд идущие про-
стые числа. Тогда гипотеза Брокарда формулиру-
ется как:

△�B = �(�2i+1)− �(�2n) > 4 (16)

Пусть �2n = �2.

Докажем справедливость соотношения (16) для
простых чисел – «близнецов», когда расстояние
между подряд идущими простыми числами �i+1 −
− �i = 2 – минимально. В случае, когда соседние
простые числа не «близнецы», доказательство оче-
видно.

Итак, вводя определение △B :

△B = (�i + 2)2 − �i = 4�i + 4 = 4(�+ 1), (17)

имеем

△B = 4�+ 4 = 2(△+ 1) (18)

т.е. △ = 2�+ 1 включен в интервал △B .

Из (18) следует, что △�B всегда больше 0, ибо
на большем, чем △ интервале, как было показа-
но при доказательстве гипотезы Лежандра, всегда
есть простое число.

Учитывая [9], что при �2i = �2 на интервале
(�2i , �

2
i+1) составные числа {6� ± 1}, � = 1, 2, 3, . . . ,

образуются такими же простыми числами, как и
на интервале (�2, (� + 1)2), справедливо следую-
щее соотношение:
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Покажем, что даже при минимуме выражения в
фигурных скобках гипотеза Брокарда подтвержда-
ется.

На самом деле, минимум выражения

(1− �′)2 +
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= 1.026,

а минимум (1− �′) = 0.908 достигается при макси-
муме �′ = 0.0919.

Тогда необходимо найти �, при котором выполня-
ется неравенство

4(�+ 1)

6
(0.908 + 1.026) > 4 (20)

Очевидно, что при � > 5, неравенство (20), а зна-
чит и (16) выполняется всегда. Таким образом, ги-
потеза Брокарда подтверждена.

Заключение

Найденное в [9] новое, более точное соотношение
для оценки количества простых чисел, содержа-
щихся в интервале (0, �), дало возможность решить
открытую проблему математики – доказать гипоте-
зу Лежандра, а также доказать гипотезу Брокарда
и по-новому подойти к подтверждению постулата
Бертрана, что выступает фундаментальным дости-
жением как в области математики, так и в обла-
сти разработки вычислительных процедур в сфере
обеспечения информационной безопасности.
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