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Аннотация. В статье описывается модификация индексного алгоритма поиска простых 
чисел и проведено сравнительное исследование его быстродействия по отношению к алго-
ритму с наименьшей асимптотической сложностью – решету Аткина.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для решения задачи нахождения полного 
множества простых чисел на определенном 
отрезке натурального ряда авторами обосно-
ван и разработан индексный алгоритм их по-
иска [1, 2]. Метод базируется на результатах 
работы [3]. В настоящей статье описывается 
модификация индексного алгоритма и про-
ведено сравнительное исследование его бы-
стродействия по отношению к алгоритму с 
наименьшей асимптотической сложностью – 
решету Аткина [4]. 

Модификации алгоритма, описанные в 
статье, заключаются в использовании: бито-
вых массивов; сочетания различных индекс-
ных алгоритмов для поиска простых чисел 
разных размеров; предпросева для малых 
простых чисел; блочного подхода; параллель-
ных вычислений.

При описании метода использована тер-
минология и обозначения, введённые в ра-
ботах [1–3]. Так, под порядком индексного 
алгоритма и порядком таблицы кольцевой 

факторизации подразумевается количество 
первых простых чисел, использованных при 
получении примориала для формирования 
соответствующей кольцевой факторизации.

Переменная k  – индекс числа на строке 
кольцевой факторизации с соответствующим 
номером, введена для формирования табли-
цы кольцевой факторизации.

Паттерн – повторяющаяся схема размеще-
ния составных чисел в таблице кольцевой фак-
торизации, кратных одному и тому же числу.

Как и многие другие, индексный алгоритм 
для предварительного просеивания исполь-
зует метод кольцевой факторизации [1]. Он 
позволяет не рассматривать значительную 
часть заведомо составных чисел, а из осталь-
ных формирует таблицу, в каждой колонке 
которой находятся как простые, так и состав-
ные числа. Например, при использовании 
второго порядка кольцевой факторизации 
отсеивается 66,66…% всех составных чисел, 
для четвертого порядка – больше 77% [5].

В работе [2] предложен подход, использу-
ющий свойство симметрии кольцевой факто-
ризации (табл. 1), которое дает возможность 
более наглядно представлять суть индексного 
алгоритма, а также существенно экономить 

© Минаев В. А., Сычев М. П., Никонов С. А.,
Никеров Д. В., 2016



44 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2016, № 4

вычислительные ресурсы при поиске про-
стых. В табл. 1 использованы общепринятые 
обозначения: 1 2,p =  2 3, ,p =   np  – записан-
ные в порядке возрастания простые числа; 

#np  – примориал (произведение всех про-
стых чисел, меньших либо равных np ); 

1,np +  , , ,n rp +   n sp +  – не участвовавшие в 
получении #np  простые числа и их различ-
ные произведения, меньшие #/ 2np  и запи-
санные по возрастанию; s  – количество про-
стых чисел и их произведений на интервале 
( ; #/ 2);n np p  1,r = 2, 3, , ;s  j  – номер 
столбца кольцевой факторизации.

В центральном столбце таблицы приве-
дена последовательность индексов 0, 1, 2, ,  

max ,k  в остальных столбцах – отображения 
этой последовательности во множества вида 

{ # },n n sp k p +⋅ −   { # },n n rp k p +⋅ −   

1{ # },n np k p +⋅ −  { # 1},np k⋅ −  { # 1},np k⋅ +  

1{ # },n np k p +⋅ +   { # },n n rp k p +⋅ +   

{ # },n n sp k p +⋅ +
содержащие как простые, так и составные 
числа, а также единицу.

1. ПРАВИЛО ЗНАКОВ ПРОИЗВОЛЬНОГО 
ПОРЯДКА ПРИ ПОСТРОЕНИИ 

ТАБЛИЦЫ КОЛЬЦЕВОЙ 
ФАКТОРИЗАЦИИ

Для определения индексов простых чисел 
в каждом столбце таблицы кольцевой факто-
ризации второго порядка в работе [1] пред-
ложены соотношения для составных чисел из 
столбцов таблицы кольцевой факторизации, 
называемые «правилом знаков». В работе [2] 
эти соотношения обобщены на произволь-
ный порядок:
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Чтобы получить все формулы составных 
чисел, нужно записать выражения (1) со все-
ми сочетаниями значений 1r  и 2r  из ряда 
1, 2, 3, ;s  кроме этого, согласно правилу 
кольцевой факторизации нужно в ряде слу-
чаев вместо 

1n rp +  и/или 
2n rp +  ставить едини-

цу. В работе [2] определен принцип, основан-
ный на соотношениях (1), согласно которому 
составные числа расположены в приведенной 
таблице.

2. ИНДЕКСНЫЙ АЛГОРИТМ 
ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА ОТСЕВА 

СОСТАВНЫХ ЧИСЕЛ ИЗ ТАБЛИЦЫ 
КОЛЬЦЕВОЙ ФАКТОРИЗАЦИИ

Отсев оставшихся после кольцевой фак-
торизации составных чисел из множеств 
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⋅  где 0,k = 1, 2,  
max .k  Кратные числу { }q Q∈ = #·  – { } n n sp i p + ∪  
∪  #· – {  }n n rp i p + ∪  ∪  1{ }#· –  n np i p + ∪  

#· 1 { }–np i ∪  1{ }#·np i + ∪  1{ }#·n np i p ++ ∪

Таблица 1
Результаты симметричной кольцевой факторизации для #np  в табличном виде
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∪  { }#·n n rp i p ++ ∪ ∪  { #· ,}n n sp i p ++  где 
0,i = 1, 2, maxi  (для максимально возможно-

го maxi i=  должно быть выполнено условие 

( )max

2

# max
n s

n

p
p iq N+−

⋅ ≤ ), 1,r = 2, 3, ,s  составные 
числа можно исключить, вычислив их индек-
сы. Для этого каждому { }q Q∈  соответствует 
свой паттерн

, { },j
qt q Q∈                           (2)

то есть схема размещения кратных q  чисел в 
строках с индексами , ,

2
q 
  



3
2
q 

  
 табл. 1. 

Этот паттерн повторяется в строках с ин-
дексами ,

2
qm q  ⋅ +   


3 ,
2
qm q  ⋅ +   

 где 0,m =

1,  2, ,  что показано в работе [2].
Рассмотрим в качестве примера отсеива-

ние кратных 7
30 0 7q q+
⋅= =  чисел при выполне-

нии индексного алгоритма третьего порядка. 
Напомним, что третий порядок индексного 
алгоритма означает, что нужно взять 3 пер-
вых простых числа и перемножить их: 
2 3 5 30,× × =  после чего составить таблицу 
симметричной кольцевой факторизации, со-
держащую все простые числа и состоящую из 
членов прогрессий {30 13}k − = {30( 1) 17},k − +  
{30 11}k − = {30( 1) 19},k − +  {30 7}k − =

{30( 1) 23},k= − +  {30 1}k − = {30( 1) 29},k − +  
{30 1},k +  {30 7},k +  {30 11},k +  {30 13}.k +  
Для того чтобы отсеять все кратные 7 числа, 
нужно в диапазоне индексов [4; 10] опреде-
лить паттерн (2) для числа 7:

{3,2,0, 3,3,0, 2, 3},j
qt = − − −

для 4, 3, 2, 1,1,2,3, 4j = − − − − ;  7.q =        (3)
Далее следует во множестве диапазонов 

индексов {[11; 17], [18; 24], …} исключить со-
ответственно паттерну (3) кратные 7 числа. 
Описанный процесс показан в табл. 2, полу-
ченной из табл. 1 при 3.n =

Обратим внимание на то, что паттерн j
qt  

обладает в данном случае свойством цен-
тральной симметрии относительно .q  Это 
свойство является общим для любого паттер-
на как следствие построения таблицы симме-
тричной кольцевой факторизации. Более 
подробно примеры использования паттер-
нов рассмотрены в работе [2].

Таким образом, если в заданном отрезке 
min max[ , ]N N  с помощью соответствующих 

паттернов (2) отсеять составные числа, крат-
ные всем подходящим ,q  то в нем останутся 
только простые числа. Более того, достаточно 
рассмотреть только простые, поскольку со-
ставные будут высеивать те числа, которые 
уже отсеяны простыми до них. Отметим, что 
количество паттернов равно количеству эле-
ментов множества { },Q  которое зависит от 
значения max .N  Следовательно, на отрезках 
равного размера с различным maxN  количе-
ство паттернов будет больше у отрезка с боль-
шим max .N  Перейдем к описанию некоторых 
программных модификаций индексного ал-
горитма.

3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ БИТОВЫХ 
МАССИВОВ ДЛЯ ЭКОНОМИИ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ПАМЯТИ

Для хранения объемной информации при 
поиске простых чисел нужно выбрать опти-
мальную структуру данных. Поскольку ми-
нимизация количества используемой памяти 
является приоритетным условием при реали-
зации программы поиска простых, использо-
вание массива данных типа bool не является 
оптимальным вариантом. Это связано с тем, 
что переменная типа bool занимает в памяти 
относительно большое пространство – 1 байт. 
Поэтому возникает необходимость миними-
зации затрат памяти. Рассмотрим оригиналь-
ный способ построения битовых массивов.

Таблица кольцевой факторизации третье-
го порядка состоит из строк по 8 ячеек. Ка-
ждая из ячеек должна содержать информа-
цию о том, простое число ей соответствует, 
или оно уже отмечено как составное. По-
скольку в таблице ровно 8 ячеек, очень удоб-
но одну строку кодировать одним байтом. 
То есть изначально таблице соответствует 
массив данных типа unsigned char или uint8 
заполненный байтами со значением 11111111 
(1 обозначает, что число простое), а для того, 
чтобы отметить какое-либо число в строке 
как составное, нужно эту строку умножить 
на байт, состоящий из единиц и нуля на соот-
ветствующем месте.

Быстродействие индексных алгоритмов при поиске простых чисел по сравнению с решетом Аткина
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4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
СПЕЦИАЛИЗИРОВАННЫХ 

АЛГОРИТМОВ ДЛЯ МАЛЫХ, СРЕДНИХ 
И БОЛЬШИХ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

Отсев составных чисел, кратных простым 
числам внутри текущего сегмента, осущест-
вляется по-разному для чисел разного раз-
мера. Различаются следующие виды чисел. 
Большие – числа, которые встречаются в 
сегменте 1 раз или не встречаются вообще, 
если само число больше сегмента. Средние – 
встречаются несколько раз, то есть само чис-
ло порядка размера сегмента. Малые числа – 
все остальные, то есть меньшие, чем размер 
сегмента.

Малые числа просеиваются с помощью 
индексного алгоритма третьего порядка, а 
средние и большие – с помощью индексного 
алгоритма 4 порядка, то есть размером 210. 

Это связано с тем, что кратные малым про-
стым составные числа встречаются очень ча-
сто и, соответственно, их нужно очень часто 
отсеивать, а быстрее всего это делать с ис-
пользованием описанного битового массива.

5. ДРУГИЕ ПОДХОДЫ 
К МОДИФИКАЦИИ ИНДЕКСНОГО 

АЛГОРИТМА

1. Предварительный просев: выполняется 
для заранее известных малых простых чисел.

2. Блочный подход: для значительного 
ускорения работы алгоритма происходит 
разбивка заданного отрезка натурального 
ряда на сегменты таким образом, чтобы при 
работе над каждым из них занимаемая па-
мять не превышала размеров кэша процессо-
ра первого уровня.

Таблица 2
Пример адресации составных чисел при 7

30 0 7q q+
⋅= =
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3. Параллельные вычисления: каждое ядро 
процессора можно загрузить как задачей 
просеивания своего множества сегментов, 
так и распределить всю задачу на множество 
процессоров в вычислительном кластере.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Изложенный алгоритм реализован на 
языке программирования C/C++ с исполь-
зованием открытого исходного кода проекта 
http://primesieve.org , в котором авторы ис-
пользовали оптимизированное решето Эра-
тосфена. Далее алгоритм модифицирован 
до индексного и на этой основе проведено 
исследование его быстродействия в сравне-
нии с оригинальной реализацией решета Ат-
кина, размещенной по адресу http://cr.yp.to/
primegen.html [6].

На рис. 1 представлены затраты времени 
на работу алгоритмов для отрезков натураль-
ного ряда от единицы до значений на оси абс-
цисс. Из рис. 1 видно, что для исследованной 
части натурального ряда индексный алго-
ритм работает значимо быстрее, чем решето 
Аткина.

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Индексный алгоритм в его текущей реа-
лизации представляет принципиально новый 
и перспективный подход к поиску простых 
чисел. Его быстродействие значительно выше 
по сравнению с решетом Аткина, характери-
зующимся среди алгоритмов поиска простых 
наименьшей асимптотической сложностью. 
Практическое применение модифицирован-
ного индексного алгоритма позволяет увели-
чить производительность алгоритмов вычис-
ления простых чисел при переходе к длинной 
арифметике, а, следовательно, скорость фак-
торизации составных чисел, что напрямую 
связано с обеспечением информационной 
безопасности систем и процессов [7–11], эф-
фективностью алгоритмов шифрования/де-
шифрования информации.
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