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���#�& �����%��� &�)�)������� ��$������ � ��#���%= �� ��-

������� � ��'(>����+= ������= '��������% � ������������ � ��-
)�'���%�+� �������%�: ���$�������#(�����, ��#�������� � ��-
���'�����. ����C���� ���$�������#(����� �#����� ���������( ��� 
�*��&� ��$��������+ ������� ��'(>������ �����+, � �� ���-
% ��� ����C���� ��#�������� � �����'����� ���������% ��� �*��&� 
��$���������� '�������. 

��� E�� ����=���� �A���( �#���>)�� �����%��#(����: 
!'��#������% ����C���% ���$�������#(����� ��$������ ��-

�%� ������ ���'����#���+� =�������, �)��� �� '������*� ���� �*��& 
����&�B�� �+��&��( ����-#��� ���� $�&�A���� '�������; 

!����C���� ��#�������� ��$������ ��%&��� � ����B���� 
�'����#����*� �� ��Y��; 

!����C���� �����'����� ��$������ ��%&��� � �� �#���������� 
� ��'(>������ ������ � ��A���� ����*�-�� �������#� ������; 

!'��#������� ����C���% ��� ��#��������, ��� � �����'����� 
��$������, %�#%>��% ������+� '����� �� ���������#���� ��$��-
�������*� '������� � ��'(>������ ������. 

��&�B����� '� &�)��� ��$������ �� �*��& ����C���% �� ���-
$�������#(����� $���#(�� �'�C� ��#����  

 1 1Q �    '��   ( ) 0;n �v   (1) 
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 10 1Q� �    '��   ( ) 0,n �v   (2) 

*�� 1Q  — =������������� ��&�B������ '� &�)��� ��$������ �� 
�*��& ����C���% �� ���$�������#(�����; ( )nv  — ��Y� '���=���+���-
�� ��$������.  

��#�B�, A�� ��#���� (1) %�#%���% ��%&���#(�+ ���������� � 
����'�A���> ���$�������#(����� ��$������. � '������� �#�-
A�� (��#���� (2)) ���$�������#(����( ����'�A������% �� � '�#�� 
��Y��. 

���#�*�A�� ��&�B����� '� &�)��� ��$������ �� �*��& ����C�-
��% �� ��#�������� $���#(�� �'��+��>��% ��#����  

 2 1Q �    '��   ( ) ( ) ;n d�v v  (3) 

 2 0Q �    '��   ( ) ,d�v v   (4) 

*�� 2Q  — =������������� ��&�B������ '� &�)��� ��$������ �� 
�*��& ����C���% �� ��#��������; v  — ��Y� �������+����� ��$��-
���� � ��'(>������ ������; ( )nv  — ����#(�� ��'����+� ��Y-
� ��$������, '�� ������ ��$�����% ��'(>������ �����+ 
�A������% ��#������.  

����, A�� ��#���� (3) %�#%���% ��%&���#(�+ ���������� � 
����'�A���> ��#�������� ��$������ ��'(>������ �����+. 
� '������� �#�A�� (��#���� (4)) ��#�������( ��$������ ����C�-
���%. 

���#�& �����#(��= '���&���#�� ��A����� &�)��+ ��$������ 
��'(>����+= ����� ���� ��������� �����B���(, A�� =�����������-
��� ��&�B������ '� &�)��� ��$������ �� �*��& ����C���% �� ��-
���'����� %�#%���% '���&���#( �������������� �����'�.  

/���#(�� �B�� �A����(, A�� 
 3 1Q �    '��   ( ) ;d& &�   (5) 

 3 0Q �    '��   ( ) ,d& &�   (6) 

*�� 3Q  — =������������� ��&�B������ '� &�)��� ��$������ �� 
�*��& ����C���% �� �����'�����; &  — ���% �����'� � ��$������ 
��'(>������ �����+; ( )d&  — �*� �����#(�� ��'������ &��-
A����.  

��#�B�, A�� ��#���� (5) %�#%���% ��%&���#(�+ ���������� � 
����'�A���> �����'� � ��$������ � ��'(>����+= ������=. 
� '������� �#�A�� (��#���� (6)) — ��$�����% �� �����'��. 

�+�#���� �=������ ��#���� (1) � (3), (5) � (2) � (4), (6) '�&��#%�� 
��'�#(&����( � ��A����� ��������% �#% ���$������ �'�����% ����-
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�������>)�= �=���&�� '������+ E��= ��#����. ���� ��*�, E�� 
'������+ ��>� ��#�A��������� '�������#���� ��&�B������ '� &�-
)��� ��$������ �� �*��& ����C���% �����%��� �� &�)�)������� [1].  

�#����� ������(, A�� � '���#������ ��$��������+= ��=��-
#�*�� [2] � ��=��#�*�� &�)��+ ��$������ [3] ����������+� ��-
���%��#(���� %�#%>��% �'����#%>)��. ���#�& ��#���� (1)–(6) '��-
�����#(�� � '������� ��������� � &�)��+ ��$������ '���&�# 
�#���>)��: 

1) ����#(�� ��'����+� ��Y� ��$������ ( ) ,nv  ( ) ,dv  ���-
�#�����%>)�� '���������� � ����'�A���� ���$�������#(����� � 
��#�������� ��$������, � �����#(�� ��'������ ���% �����'� 
� ��$������ � ��'(>����+= ������= ( )d&  �'����#%>��% ����-
����+� ��#���%� &�)��+ ��$������; 

2) ��#���% (1), (3), (5) %�#%>��% ��%&���#(�+ ���������� � ���#�-
&���� '������� ����'�A���% ���$�������#(�����, ��#�������� � ��-
���'����� ��$������ ��������������; 

3) � '������� �#�A�� '� ����C���> � ��#���> (2) (��#���% (2), 
(4), (6)) ���#�&���% '������� &�)��+ ��$������ ���%�� ��%��� 
�+�#; 

4) '���&���#� 1,Q  2 ,Q  3Q  ���%� ����%������+� =�������. 
� ������'����� '��������+� '���'��+#�� %�#%>��% ������� �#% 

��&����% ���A��-�����#�*�A����� ��&+ �#% ������ &�)�)������� 
��$������ � ��'(>����+= ������=. 

� ��)� �#�A�� ��Y� �������+����� ��$������ ��'(>���-
��� �����+ � ���% �����'� � ��$������ %�#%>��% �#�A���+� 
��#�A���� � �*�� �+�( '�������#��+ ������� &��A���%� ���-
���+= =������������ �=���&�� &�)��+ ��$������ � =��������-
���� ��$���������*� ��Y�� E��= �=���&�� � ������������ � ��-
'�&������+� ����C���%� �B�� '���������, $�����>)�� 
����+� �=���&+. ���������+� ����C���% '�&��#%>� $���#�&�-
����� '���������( =������������� �=���&�� &�)��+ ��$������ 
��� ����#(�+� =������������� ������+= �����%��� &�)�)������� 
��$������ � ��'(>����+= ������=. 

�A��+��% �� �����%��#(����, A�� ��B�+� �& �����������+= '�-
��&���#�� 1, 2, 3,jQ j �  $��������% � ��&�#(���� ��'�&���� ��B�-

���� � �, ,i jq  1, 2, ..., ,i I�  =������������, �����+� � ���> �A����( 
%�#%>��% �#�A���+� ��#�A����, ��&������ ����=������( ���-
��������( � ��A����� '���&���#% jQ  ������� &��A���� jQ  ��'�&�-
��� �����������>)�= �#�A���+= ��#�A��. ��� E�� � &��������� 
�� �)����� I ��B����� � �,i jq ��>��% ��&#�A�+� ��������% �#% 

'��������% ���#���A����= &���������� '���&���#�� .jQ  
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��� ��'�&���� ���= �#�A���+= ��#�A�� ( 2)i �  '����%���% 
����)����% $���#� ���� [4] 

 � � � � � �1 2 1 I 2 I I
0 0

,Q M q q y f y y f y dy dy
� �

� � � '� ��  (7) 

� �������  f1 � f2 — '#������� ���'����#���� �#�A���+= ��#�A�� q1 � 
q2 ��������������; M(.) — ������A����� �B������ �= ��'�&����. 

��� ��'�&���� ���= �#�A���+= ��#�A�� '����%���% ����)��-
��% $���#� ���� [4] 

 � � � � � � � �
II

1 2 3 1 I 2 II I 3 II I II
0 0 0

,
yy

Q M q q q y f y f y y f y y dy dy dy
�

� � ' ' � ' �� � �� �  (8) 

*�� 1 2 3, ,f f f  — '#������� ���'����#���� �#�A���+= ��#�A�� 1 2, ,q q  � 
q3 ��������������.  

��� ��'�&���� A��+��= �#�A���+= ��#�A�� '����%���% ����-
)����% $���#� ���� [4] 

 � �1 2 3 4Q M q q q q� �� � �  

� � � � � � � �
I III

1 I 2 II I 3 III II 4 III I II III
0 0 0 0

y yy

y f y f y y f y y f y y dy dy dy dy
�

� ' ' � ' � ' �� � � � , (9) 

*�� 1 2 3 4, , ,f f f f  — '#������� ���'����#���� �#�A���+= ��#�A�� 

1 2 3, ,q q q  � 4q  ��������������. 
��'�&���% '%�� � ��#�� �#�A���+= ��#�A��, ��*#���� ���-

���#(��� '����#(��� ������ ������ ����%������� [5], ���� ���-
�#(��� ���'����#���� � ������A���� �B������ 

 
1

I

i
i

Q q
�

� �   (10) 

� ��������������A���� ���#������ 

 2 2 2
1 2 ... ,IS ( ( (� � � �    5.I   

�&������, A�� �#% �''��������� $������ ���'����#���% �#�-
A���+= ��#�A�� � �, ,i jq  1, 2, ..., ,i I�  �*�� �+�( ��'�#(&����+ ���-
�������, E��'�������#(��� �#� ����#(��� ���'����#���% [5]. ��� 
E�� �B�� &�'����( �#���>)�� �+��B���% �#% '#������� ���'��-
��#���%: 
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 � � max min

max min

( ) ( ) ;q q q qf q
q q

) )� � �
�

�
 (11) 

 
min

min( )( ) ;
q q

qq qf q e
q

) �
��

�  (12) 

 
� �2

222 ( )( ) ,
q qq qf q e ()

( *

�
��

�  (13) 

*�� max, min, ,q q q (  — �������, ����#(��� � �����#(��� &��A���� 
�#�A����� ��#�A��+ ,q  � ���B� �� ��������������A��� ���#������ 
��������������; ( )q)  — $�����% �E�������. 

 min

min

1, ��#� ;
( )

0, ��#� .
q q

q
q q

)
 "

� $ �%
 

� ������ [4] '�����%��% ���#���A����� &��������� '���&���#�� 
���� (7)–(9) �#% ��'��+= &������ ���'����#���%. 

��� ���#�������� &��������� �=���&�� &�)��+ ��$������ 
�� ����#(�+= �*��& ����C���% �� ���$�������#(�����, ��#�������� 
� �����'����� � ������������ � ��#���%� (1), (3), (5) ���� �A����(, 
A�� ������% �� �*��&+ ����C���% '���A��#���+= �����%��� &�)�-
)������� ��$������ ���������, ��#� &��A���� Q  ���������� =�-
������������ �=���&� &�)��+ ������������� �������� &��A�-
��> ,U  �. �. 

 ,Q U�  (14) 

��#� Q  � U  — �������% =������������� �=���&� &�)��+ � �� 
�����#(�� ��'������ &��A���� ��������������;     
 ,Q U  (15) 

��#� Q  � U — =������������� ��$���������*� ��Y�� �=���&� 
&�)��+ � �� ����#(�� ��'������ &��A���� ��������������.  

�#% '�#�A���% ���#���A����= &���������� ����%������+= '���-
����#���� (14) � (15) ���'�#(&���% ������� [5], *�� 

 ( ).F P x y� �  (16) 

R�#� ��#�A��� U  ��������������, �B�� ��'�#(&����( �#���-
>)�� ������C���% [5]: 

 � �
� � � �

min ;
Q Q

Q QU QD P Q U + +
( (

, -� � � ���. /� 	 � 	� � � �
� 	 � 	. /
 � 
 �0 1

 (17) 



ISSN 0236-3933. ������� 	
�� �. �.�. ������. ���. «���������������». 2011 44

 � �
� � � �

min1 ,
Q Q

Q QU QD P Q U + +
( (

, -� � � ���. /� 	 � 	�  � � �
� 	 � 	. /
 � 
 �0 1

 (18) 

*�� minQ  — ����#(��� &��A���� �#�A����� ��#�A��+ ,Q  ( )Q(  — �� 
��������������A��� ���#������. 

R�#� U — �#�A����% $�����%, '��������+� ���'����#���% '��-
���>� ��� [4] 

 � � � � � �� �
min

1 1 ;
Q

Q

D P Q U P U Q f U x dx� � � � � � � �  (19) 

 � � � �� �
min

,
Q

Q

D P Q U f U x dx�  2 �   (20) 

*��  f(U) — '#������( ���'����#���% �#�A����� ��#�A��+ U.  
�& ������C���� (19) � (20) �B�� '�#�A��( ���#���A����� &���-

������ �#% '���&���#��, =��������&�>)�= �����������( �+���� �-
=���&�� &�)��+ ��$������ � &��������� �� �*��& ����C���% �� 
���$�������#(�����, ��#�������� � �����'�����.  

��� E�� ���� ��=����( �& �#���>)�= &�������������. �*��-
&+ ����C���% ��#�������� � �����'����� ��$������ �*�� '��%�-
#%�(�% ��� ��#������� �+C#����*� ��&�������% �� ��$�����> � 
��$��������+� '������+, ��� � ��#������� '��%�#���% $������� 
����B������*� =��������. ���% ���������#���% ��$������ '��-
A��%���% E��'�������#(��� &����� ���'����#���% 

 
min

min( )( ) ,
U U

UU Uf U e
U

) �
��

� '  

*�� f (U) — '#������( ���'����#���% �#�A����� ��#�A��+ ,U  � 

minU  — �� ����#(��� &��A����; min

min

1, ��#� ;
( )

0, ��#� .
U U

U
U U

)
 "

� $ �%
 

� E�� �#�A�� �+��B���% (19) � (20) �B�� &�'����( � ���� (21) � 
(22) ��������������: 

 � � min1 exp ;Q UD P Q U
U

� ��
� � � � � 	


 �
 (21) 

 � � minexp .Q UD P Q U
U

� ��
�  2 � 	


 �
 (22) 
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��� ��#�A�� �*��& ����C���% ���$�������#(����� ��$������ 
'������ U �B�� ���( ��&#�A��> ���'��( ���'����#�������: �� 
&��A���#(���, ��*�� U �&��%���% ��������� �� �������#� 
3 4min max, ,U U  �� ��&��A���#(���, ��*�� U �&��%���% ��������#(�� 

�����#(��*� (������*� &��A���% U ) � ������������ � ���'������ .(  
� '���� �#�A�� '������ �''��������% ��������+ &���-

�� ���'����#���% 
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��� '������� � �#���>)�� ���� ���#���A����= &����������: 
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1 ;QD P Q U
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 � � min ;U UQ UD P Q U + +
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� � � ���
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 �
 �
  (27) 

 � � min1 .U UQ UD P Q U + +
( (

� � � ���
�  2 � �� 	 � 	


 �
 �
 (28) 

���#���A����� &��������� (24)–(27) '�&��#%>� '�#�A��( ��#�-
A�������+� &��A���% '���&���#�� ������������ ���*�������% �=�-
��&�� &�)��+ ��$������ �� �*��&+ ����C���% �� ���$������-
�#(�����, ��#�������� � �����'����� � �A��� ������������ '���-
����#���% =������������ �����%��� &�)�)������� ��$������ ��� 
�#�A���+= ��#�A��. 
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